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Побудовано ефективний за точністю алгоритм апроксимації функцій з класу Ліпшиця за 
допомогою рядів Фур'є. Отримано похибку апроксимації функції, яка складається з двох 
частин: похибки, яка виникає внаслідок використання скінченної кількості членів ряду, і 
похибки внаслідок наближеного визначення коефіцієнтів ряду Фур'є з використанням 
оптимальних за порядком точності на класі Ліпшиця квадратурних формул обчислення 
інтегралів від швидкоосцилювальних функцій.  
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Вступ. Для дослідження складних сучасних систем необхідно опрацьовувати та 

аналізувати великі обсяги інформації. В алгоритмах обробки експериментальних 

даних, які є переважно дискретним поданням функціональних залежностей, що 

характеризують систему, виникає потреба подання в зрозумілій та стислій формі 

емпіричних залежностей (зокрема, в аналітичному вигляді) між параметрами, що 

описують її поведінку. Отже, виникає потреба розв’язувати задачу апроксимації 

сітково заданих функцій, які належать деякому класу функцій F [1 – 6]. 

1. Апроксимація функцій рядами Фур’є  

Одним із відомих способів розв'язання цієї задачі є апроксимація функцій рядами 

Фур’є [1, 2, 5, 6] вигляду 
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Похибка апроксимації визначається співвідношенням 
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похибки наближеного обчислення ka  і kb  за допомогою оптимальних за точністю 

або близьких до них квадратурних формул (к. ф.) [3, 4, 7]. 

На практиці функцію ( )f x  апроксимують скінченними сумами Фур'є вигляду 
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де , , 0, 1k ka b k N   – наближені значення коефіцієнтів ряду Фур'є. 

У цьому випадку похибка апроксимації складається з двох частин: 

похибки, яка виникає внаслідок використання скінченної кількості членів ряду, і 

похибки внаслідок наближеного обчислення коефіцієнтів. Оцінимо її так [6]: 
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    – похибки 

наближеного обчислення коефіцієнтів , , 0, 1,k ka b k N   ( )nR f  – лишок ряду 

Фур'є при переході від нескінченної суми (1) до скінченної суми (4).  

2. Апроксимація функцій із класу Ліпшиця  

Розглянемо клас функцій LC  – клас функцій ( )f x , які визначені на [ , ]l l  і 

задовольняють умову ( ) ( )f x f x L x x      ,  , ,x x l l   . Відомо [1], що у 

класі функцій LC  ряд Фур'є збіжний, оскільки виконуються відомі ознаки 

збіжності (Ліпшиця, Дирихле), тому можна стверджувати, що періодичну з 

періодом 2l  функцію ( ) Lf x C  можна представити рядом Фур'є (1) – (2). 

Справедлива наступна теорема. 

Теорема. Нехай періодична з періодом 2l  функція , [ , ]x l l  , 

апроксимується рядом Фур’є вигляду (4), де коефіцієнти ka  і kb  визначаються за 

допомогою оптимальних за порядком точності при N n l   к. ф. вигляду 
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Доведення. 1. Оскільки ( ) Lf x C  – періодична з періодом 2l , то її похідну 

( )f x  також можна розкласти в ряд Фур’є [1]. Позначимо коефіцієнти розкладу 

( )f x  через ka , kb  та знайдемо їх:  
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Оцінимо величину k . У [1, розд. 19, § 2] доведено співвідношення  k x   
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Оцінку лишку доведено.  
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Остаточно маємо: 
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Застосувавши до співвідношення (5) оцінки (10), (11), отримаємо оцінку (7). 

Теорему доведено. 

Висновки. Запропоновано ефективні за точністю алгоритми апроксимації функцій 

із класу Ліпшиця за допомогою рядів Фур'є з використанням для визначення 

коефіцієнтів Фур'є оптимальних за точністю на класі Ліпшиця і близьких до них 

квадратурних формул обчислення інтегралів від швидкоосцилювальних функцій.  
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Effective by precision algorithms for approximation of functions 
from the Lipschitz class by Fourier’s series  

Olena Kolomys, Liliya Luts 

Effective by precision algorithm for approximation of functions from the Lipschitz class by 

Fourier’s series is developed. The error of approximation of the function is obtained, which 

consists of two parts: the error arising from the use of a finite number of terms of the series, and 

the error arising from the approximate determination of the Fourier series coefficients using 

quadrature formulas for calculating integrals of fast oscillating functions that are optimal in order 

of accuracy on the Lipschitz class. 
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