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Розглянуто статичну задачу про розривні навантаження пружного простору з періодичним 
масивом податливих включень. Задачу зведено до розв’язання двовимірного граничного 

інтегрального рівняння другого роду типу Ньютонівського потенціалу відносно невідомої 

функції розкриття включення. За допомогою розв’язків рівняння визначені статичні 

коефіцієнти інтенсивності напружень відриву та проаналізовані їх залежності від відстані 
між дефектами, контрастності жорсткостей матриці і наповнювача, заповнення ін’єкційним 

матеріалом тріщини. 

 
Ключові слова: безмежний простір, одноперіодичний масив податливих 

включень, граничні інтегральні рівняння, коефіцієнт інтенсивності напружень. 

 

Вступ. Дослідження напружено-деформівного стану пружних тіл з дефектами типу 

тонкостінних включень представляє інтерес з точки зору аналізу міцності 

композитних структур, покращення їх функціональних властивостей, підвищенням 

опірності статичним та динамічним навантаженням тощо [1-4]. Окрім того, такі 

структурні дефекти можна штучно створювати шляхом наповнення матриць для 

отримання нанокомпозитних структур. Окремий інтерес представляють 

тонкокостінні податливі включення, якими моделюють т. зв. “заліковані” 

відповідним заповнювачем тріщини [5, 6]. Спостережено, що технологія 

ін’єктування тріщин уможливлює підвищення міцності конструкцій та подовження 

їх ресурсу [7-9]. При цьому недостатньо вивченими є питання впливу на 

перерозподіл напружень в околі дефектів факторів структурованого розташування 

частково ін’єктованих наповнювачем тріщин. 

У пропонованій роботі розглянуто тривимірну статичну задачу про розривне 

навантаження безмежного тіла з одноперіодичним масивом неповністю заповнених 

податливим матеріалом тріщин. Дослідження проведено з використанням методу 

граничних інтегральних рівнянь, який раніше показав свою ефективність для 

випадку усталеного в часі навантаження тіл з податливими включеннями [10, 11].  

 

1. Постава задачі. 
 

Розглядаємо безмежний простір (матрицю), послаблений одноперіодичним масивом 

пружних включень, серединні поверхні яких є круговими областями S  радіуса a  , 

розташованими в паралельних площинах на відстанях d  одна від одної (рис. 1.a). 
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Геометричні центри вказаних областей розташовані на одній лінії. Ін’єктований 

матеріал (наповнювач) включень займає кругові області S  радіуса b  з найбільшою 

товщиною 2 2h a  (рис. 1.b). Між матеріалами матриці та наповнювача має місце 

ідеальний механічний контакт. На безмежності тіло навантажено розривними 

зусиллями р  . Матеріал матриці характеризується модулем Юнга E  , Пуассоновим 

коефіцієнтом   та модулем зсуву  2(1 )G Е   ; матеріал наповнювача – 

модулем Юнга 0E Е  .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 1. Розрахункова схема задачі. 

 

Задача дослідження напружено-деформівного стану тіла з включеннями зводиться 

до розв’язання диференціального рівняння руху 
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лінійну залежність між напруженнями та переміщеннями [8, 12] 
 

3
0 1 1

33

1 1

[ ( )]
, ( , ,0)

( ) .2 ( )

0 , ( , ,0) \

u
E x x S

h

x x S S








 
 

x
x

x x

x

    (2) 

p  

p  

d  1x  

2x  

30x  

3nx  

a  

a  

b  

S  
S  

2h  

O  b  



Володимир Станкевич, Олег Свєтлов, Марко Агеєнков 

Гранично-інтегральний аналіз тривимірної задачі для простору з періодичним масивом податливих 
включень  

86 

 

Тут 3[ ( )]u x  – розрив зміщень точок протилежних поверхонь включень, які на 

підставі принципу суперпозиції вибрано у вигляді подання 
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Напруження у тілі за аналогією з переміщеннями подаємо у виді 
0 1 0

33 33 33 33( ) ( ) ( ) , ( ) .p    x x x x     (4) 

 

2. Граничні інтегральні рівняння задачі. 
 

Розв’язок задачі, який задовольняє рівнянню (1), вибираємо у вигляді інтегрального 

подання [12] 
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переміщень у співвідношення закону Гука, отримуємо інтегральне подання для 
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З використанням співвідношень (3)-(6) для переміщень і напружень крайові умови 
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2 2 3
31

( ) 2 1 ( )
1

n n
nn

G
x p

x





   
         

     
x x  

(7) 

0 0
3 0 1 2 30

2 ( )
4 ( ) , ( , , 0)

2 ( ) 2 ( ) ,

0 , \

E Eh
p u x x x S

E h h

S S


     


 

x
x x x

x x

x

 

де 3nx nd  . Скориставшись поданням [13] 
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Тут ядро ( , )d   має таку структуру  
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Рівняння (8) є двовимірним граничним інтегральним рівнянням (ГІР) другого роду 

типу Ньютонівського потенціалу відносно невідомої функції 3u  стрибка зміщень 

протилежних поверхонь включення.  

Для забезпечення природнього змикання поверхонь включення на його контурі 

невідому функцію 3u  та параметр ( )h x  товщини вибираємо у вигляді [12] 
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Тоді ГІР (8) задачі про дослідження напружено-деформівного стану тіла з системою 

періодично розташованих включень набуває остаточного вигляду 
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Перші два доданки отриманого ГІР відповідають задачі про безмежний простір з 

поодиноким включенням.  
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3. Числове розв’язування ГІР. 
 

Отримане інтегральне рівняння містить гіперсингулярність виду 
3

x ξ  . 

Регуляризація ГІР типу (9) описана в [12, 14].  Для отримання дискретного аналогу 

ГІР застосовували рівномірне граничноелементне розбиття кругової області S  

дефекту в напрямку полярних координат (крок розбиття за радіальною координатою 

r  становив 0,05a , за кутовою координатою   – 12 ) з кусково-постійною 

апроксимацією функцій 
j  в межах кожного елементу. На півбезмежному інтервалі 

числове інтегрування проводили Лагерровими квадратурами. Колокаційним 

задоволенням ГІР у вузлових точках задачу зводили до розв’язування системи 

лінійних алгебраїчних рівнянь відносно вузлових значень функції 
j .  

За допомогою значень розв’язків ( ) x  рівняння (9) в контурних точках області 

дефекту визначали значення коефіцієнта інтенсивності напружень (КІН) 

нормального відриву  
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4. Аналіз результатів. 
 

На рис. 2 показано залежності відносних КІН 
st

I I IK K K  ( 02st
IK N a   − 

статичний КІН відриву для кругової тріщини в безмежному просторі під зусиллями 

р ) повністю заповнених тріщин від параметрів d a  відстані між включеннями, 

0E E  – контрастності жорсткостей матеріалу дефектів та матриці (рис. 6 а), h a  – 

товщини включення (рис. 6 б). Під час обчислень Пуассонів коефіцієнт матеріалу 

приймали 0,3   .  
 

  
Рис. 2. Залежності КІН відриву від відстані між включеннями: a   – 0,1h a   ; b  – 0 0,03E E   . 

 

Зростання відстані між дефектами супроводжується монотонним збільшенням 

значень КІН з виходом на свій аналог для випадку поодинокого включення у 

безмежному просторі. КІН IK  менші своїх аналогів для тріщин (маркована крива). 
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Аналогічний феномен зауважений для простору з періодичною системою тріщин в 

[15]. Зростання жорсткості ін’єкційного матеріалу призводить до зменшення КІН 

(рис. 2 а), збільшення товщини включення – до зростання значень IK  (рис. 2 b ), що 

пояснюється початковим розпиранням тріщини. Така ж поведiнка раніше 

спостережена стосовно включень стрічкової форми [6].  
 

 
Рис. 3. Залежності КІН відриву від параметру b a  

заповнення тріщин та 0E E  – контрастності 

жорсткостей матриці і наповнювача. 
 

На рис. 3 показано залежність нормованого КІН від параметрів b a  заповнення 

тріщин ін’єкційним матеріалом та 0E E  – контрастності жорсткостей матеріалів за 

сталих значень 1,0 , 1 0,1d a a h a a    . Одночасні зростання жорсткості 

ін’єкційного матеріалу та заповненням ним тріщин призводять до пониження КІН 

(ефект зміцнення). Таке ж явище зауважено для поодиного включення [6].  

 

Висновки. Запропоновано гранично-інтегральний підхід для дослідження 

напружено-деформівного стану безмежного простору з періодичним масивом 

пружних податливих включень під розривними зусиллями. Задача зведена до 

розв’язання одного двовимірного ГІР другого роду типу Ньютонівського потенціалу 

відносно невідомої функції розкриття поверхонь дефектів. Показано ефект 

пониження значень КІН підвищенням жорсткості ін’єктованого матеріалу 

включення та величини заповнення ним тріщин. 
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Boundary-integral analysis of a 3-d problem for a body with a periodic 
array of flexible inclusions 
 

Volodymyr Stankevych, Oleg Svіetlov, Маrko Аheienkov 
 

The static problem of discontinuous loading of an elastic body with a periodic array of flexible 

inclusions is considered. The problem is reduced to solving a 2-D boundary integral equation of the 

second kind of the Newton potential type with respect to an unknown inclusion opening function. With 

the help of solutions of the equation, the static stress intensity factors mode I are determined and their 
dependences on the distance between defects, the contrast between the rigidity of the matrix and the 

inclusion, and the filling of cracks with the injection material are analyzed. 
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